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15. STANY NIEUSTALONE W OBWODACH SLS

15.1. WPROWADZENIE

Rozpatrzmy uktad SLS, na ktory dziatamy zdeterminowanym wymu-
szeniem x(¢) okreslonym dla #€(-00,+00).

Jesli interesuje nas funkcja okreslonej wielkosci fizyczne; w tym
uktadzie, to mozemy nazywac ja odpowiedzia r(7) uktadu na istniejace
wymuszenie x(¢) —rys.15.1.

x(?) uklad r(?)
SLS

Rys.15.1.

Dotychczas rozpatrywaliSmy obwody w stanie ustalonym - co
oznaczalo, ze moment wilaczenia zrodta wymuszajacego do obwodu byt
nieskonczenie odlegly od momentu obserwacji. Woéwczas wszystkie na-
pigcia 1 prady wystepujace w obwodzie mialy ten sam charakter, co wy-
muszenie - rys.15.2.

x (?)

i r ()
¢ t

AN KK
VRV I

>

Rys.15.2.
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Jesli w jakim$§ momencie czasu (#;) nastapi

dowolnazmiana warunkow pracy uktadu

(| zmiana sygnatlu wymuszajacego (np. zmiana

parametrow sygnatu, w tym takze zataczenia
lub wylaczenia)

KOMUTACJA < zmiana struktury obwodu (np. odtaczenie ele-

mentu, dotaczenie elementu dodatkowego)

\.| zmiana parametréw obwodu

to nowe warunki wymuszaja oczywiscie inna funkcje odpowiedzi uktadu,
czyli inny stan ustalony.

Przejscie od jednego stanu ustalonego do drugiego - przejscie zapo-
czatkowane w chwili komutacji (#) - trwa pewien okreslony czas, ktory
nazywamy czasem trwania stanu nieustalonego (¢,) a stan uktadu, w kto-

rym znajduje si¢ on w przedziale czasu [#.t,], nazywamy STANEM
NIEUSTALONYM (odpowiedz ma charakter r6zny od wymuszenia) —

rys.15.3.
A
r(7)
|
| |
| L,
L= : [
I stan ] IT stan
<«—ustalony—s J«—— ustalony —
A
|
r@| |
|
| . P>
L -
I stan | | II stan
<— ustalony ——! l<—— ustalony —
Rys.15.3.

Przyjmujemy zatozenie, zZe czas trwania komutacji jest rowny zeru, tzn.
wszystkie zmiany odbywajq sie bezzwlocznie.
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15.2. PRAWA KOMUTACJI, WARUNKI POCZATKOWE

Komutacja moze by¢ przyczyna wystgpowania skokowych zmian
pradow 1 napig¢ w obwodzie. Istnieja jednak ograniczenia, ktorym podlega
kazdy obwod. Wynikaja one z faktu, iz w realnych obwodach moc chwi-
lowa nie moze by¢ nieskonczenie wielka

pl=""10

(15.1)
co oznacza ciaglo$¢ funkcji energii — ciaglos¢ ta musi wystgpowac row-
niez w chwili komutacji.

Na podstawie zasady ciaglosci energii w obwodzie oraz pamigtajac,
ze wartos¢ energii nagromadzonej

w polu magnetycznym cewki o in-
dukcyjnosci L, przez ktora prze-

ptywa prad i; wynosi (2.8)

7,(6)= 5L, (0)

w polu elektrycznym kondensatora
o pojemnosci C, naladowanego do
napigcia uc wynosi (2.5)

Wc(t):éCuX(t)

Mozemy sformutowa¢ dwa prawa komutacji:

Pierwsze prawo komutaciji

Prad ptynacy przez cewke nie mo-
ze ulec skokowej zmianie, co
oznacza, ze prad cewki w chwili
tuz po komutacji rowna si¢ prado-
wi tuz przed komutacja

iL(O+):iL(O_)

(15.2)

Drugie prawo komutacji

Napiecie na kondensatorze nie mo-
ze zmieni¢ si¢ skokowo, co ozna-
cza, ze napigcie na kondensatorze
w chwili tuz po komutacji jest row-
ne napieciu tuz przed komutacja

uc(0%)=uc(07)

(15.3)

UWAGA: Nie ma zadnych przestanek wykluczajacych skokowe zmiany
pozostatych wielkosci w obwodzie, tzn.: napige¢ na cewkach,
pradow kondensatoréw lub tez pradow 1 napiec rezystorow.

dr inz. Marek Szulim
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Zaktadajac, ze chwile komutacji uwaza¢ bedziemy za chwile¢ poczat-
kowa (#,x=0) analizy obwodu w stanie nieustalonym, istotne jest wyzna-
czenie warunkow poczatkowych procesu.

Warunki poczatkowe stanowi zbior wartosci pradow w indukcyj-
nosciach 1 napi¢¢ na pojemnosciach uktadu
w chwili poczatkowej. Warunki poczatko-
we okreslaja calkowita wartoS¢ energii
zgromadzonej w uktadzie w chwili #=0.

Wyznaczenie warunkow poczatkowych w obwodzie wiaze si¢ z:
e rozwiazaniem stanu ustalonego obwodu przed komutacja,
e okresleniem postaci czasowej tego rozwigzania na prady cewek
1 napigcia kondensatorow,
e wyznaczeniem rozwigzania odpowiadajacego chwili czasowe;j
komutacji.

Oznacza to, 1z podstawa do ustalenia warunkow poczatkowych obwo-
du sa prawa komutacji.

UWAGA: Warunki poczatkowe moga by¢ (i czgsto sa) zerowe!

15.3. ANALIZA STANOW NIEUSTALONYCH

W celu zbadania zmian wartosci danej wielkosci obwodu (pradu, na-
pigcia) w stanie nieustalonym stosuje si¢ w praktyce jedna z dwdch metod:
metode klasyczng badZ metod¢ operatorowa.

Wyznaczenie rozwigzan obwodow SLS w stanie nieustalonym

/

Metoda klasyczna Metoda operatorowa
polegajaca na bezposrednim rozwia- wykorzystujaca wlasciwosci
zaniu rownan rdézniczkowych (zwy- przeksztatcenia Laplace’a.
czajnych, liniowych o statych wspot-

czynnikach) opisujacych obwod

dr inz. Marek Szulim
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15.4. METODA KLASYCZNA

Modelem matematycznym obwodu elektrycznego klasy SLS, o do-
wolnej konfiguracji, jest uktad réwnan rézniczkowo-catkowych, wynika-
jacych z praw Kirchhoffa i1 definicji elementéw R, L 1 C. W celu wyzna-
czenia poszukiwanych pradow i napie¢ wszystkie rOwnania nalezy spro-
wadzi¢ do uktadu réwnan rézniczkowych o postaci ogolne;j

d:zl’t(t) = ayyri(0)+ appry (6)+ o+ ay,r, () + £1(2) |
d%(f) = ay () + ann () + .+ ayr, (0+ £2(0) | (15.4)
dz;;(t) = a1 (0)+ ar () + ot ar, (1) + £, ()

gdzie:r,(?) ... r,(f) — zmienne oznaczajace prady cewek lub napigcia kondensatorow
(tzw. zmienne stanu); state wspotczynniki a; stanowia kombinacj¢ wartosci pa-
rametrow R, L, C; funkcje czasu f;(¢) ... f,(¢) zwiazane z wymuszeniami x,(¢) ...
x,(1); liczba rownan n zalezy od liczby reaktancji w obwodzie.

Rozwiazujac uktad rownan z uwagi na poszukiwana funkcj¢ odpo-
wiedzi r(¢) przy znanym wymuszeniu x(¢) otrzymujemy réwnanie rdznicz-
kowe zwyczajne, liniowe o stalych wspotczynnikach n-tego rzedu o posta-
ci:

d" r(t) d"! r(t)+...+a dr(t)

o e o +a,r(t)=x(t) | (15.5)

Rozwigzaniem rownania (15.5) okreslajacym analityczna posta¢ od-
powiedzi r(¢f) jest tak zwana catka ogo6lna rownania niejednorodnego
(C.O.R.N.)

r(t)=C.O.RN. (15.6)

Teoria rownan rdézniczkowych mowi, ze jest ona suma dwoch sktado-
wych: catki ogolnej rownania jednorodnego (C.O.R.J.) 1 calki szczegolnej
roéwnania niejednorodnego (C.S.R.N.). Zatem

dr inz. Marek Szulim
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r(t)=CORN.| =| C.O.RJ. +| C.S.R.N. (15.7)
sktadowa odpowiedzi sktadowa odpowiedzi
niezalezna od wymuszenia wywoltana przez wymuszenia
oznaczana rg(f) 1 nazywana oznaczana ry(f) 1nazywana
skiadowg swobodng skladowa wymuszong
(przej$ciowa) odpowiedzi (ustalona) odpowiedzi
Czyli:
r(t) = re(t) + | ny(t) (15.8)
Sktadowa swobodna rg(¢) opisuje pro- Sktadowa wymuszona ry(t) opisu-
cesy zachodzace w obwodzie na skutek je stan ustalony w obwodzie przy
niezerowych warunkéw poczatkowych dziatajacym wymuszeniu, moze by¢
przy braku wymuszen zewngtrznych. zatem latwo wyznaczona dowolng z
Sktadowa przejsciowa zalezy jedynie od poznanych metod analizy obwodow.
warunkéw poczatkowych, struktury ob-
wodu 1 warto$ci parametrow tego obwo-

du. Cecha charakterystyczna rg(t) jest jej
zanikanie z biegiem czasu do zera

lim [rg(t)]=0  (15.9)

[ —>+0

Réwnanie sktadowej swobodnej r(¢) otrzymuje si¢ zaktadajac wymus-
szenie x(¢f) we wzorze (15.5) rdbwne zeru i zastgpujac zmienng »(f) poprzez
jej sktadowa swobodna r¢(?)

d" rs(t) d" ! r(2) drg(t)
and—;+an_lT_S]+...+a1#+a0rs(t):0 (1510)

Rozwiazanie roéwnania jednorodnego (10.10) uzyskuje si¢ za posrednictwem réwna-
nia charakterystycznego, ktore ma postac

n

a,s"+a, ;"4 . +a;s+a,=0 (15.11)

jesli wielomian ten posiada tylko pierwiastki pojedyncze s; (i=1,2, ... n), to

re(t)=Y A;e’" (15.12)
i=1

gdzie wspdlczynniki A4; (i=1,2, ... n) sa statymi catkowania, ktorych wartos$ci wyzna-
cza si¢ w oparciu o znajomos$¢ warunkow poczatkowych.

dr inz. Marek Szulim 6
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PRZYKLAD 15.1

Rozpatrzymy stan nieustalony w obwodzie a) R
szeregowym RC przy zerowych warunkach po- m
czatkowych 1 zalaczeniu napigcia statego E w
(rys.a). E = C

Zerowe warunki poczatkowe oznaczaja, ze

Po przetaczeniu wytacznika w powstaje w obwo-
dzie stan nieustalony. Schemat obwodu dla stanu
nieustalonego ma posta¢ przedstawiona na rys.b.

Stosujac prawo napig¢ciowe Kirchhoffa dla tego obwodu mozemy napisac

E-Ri(t)—uq(t)=0

. . . duc(t . . . .
i uwzgledniajac, ze i(t)=C L otrzymujemy réwnanie rozniczkowe nie-

jednorodne o postaci [patrz (15.5)]

RC%HJCU):E

Stan nieustalony jest superpozycija stanu ustalonego i przejsciowego.

uc(?) =1 ucs(®) + | ucy (0

Stan ustalony przy wymuszeniu statlym ozna-
cza, ze kondensator stanowi przerwg (rys.c).

Zgodnie z NPK napigcie ustalone kondensa-
tora jest rowne

ucy (t)=E

Schemat obwodu dla stanu przejsciowego (po
zwarciu zrodia napieciowego) - rys.d. d) i(1) R
S

Dla tego obwodu otrzymujemy réwnanie rdz- —>  —

niczkowe jednorodne o postaci [patrz (15.10)]

Rc%mmm:o
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Roéwnanie charakterystyczne mozna zapisaé jako [patrz (15.11)]

RCs+1=0

Réwnanie to posiada jeden pierwiastek s;=-1/RC. W zwiazku z powyzszym jego
rozwigzanie wynikajace ze wzoru (15.12) przyjmuje uproszczong postac

t
RC
ucg(t)=4; e

W rozwiazaniu tym wspolczynnik A; jest stala catkowania, ktérej warto$¢ wyzna-
czamy w oparciu o znajomo$¢ warunkow poczatkowych.

Rozwiazanie ostateczne, bgdace suma sktadowej wymuszonej i swobodnej

przybiera posta¢ [patrz (15.8)]
t

“RC
uc(t) =ucy(t)+ucs(t)=E+4; e
Poniewaz drugie prawo komutacji méwi, ze u (0" )=u-(0" ) stad wobec
uc-(0" )=0 otrzymujemy
O=E+A4, oraz A4, =-FE

Czyli rozwiazanie czasowe okreslajace przebieg napigcia na kondensatorze
przyjmuje postac
t t

uq(t)=E—Ee "¢ =E|1-e *€

r(t) =| rg(t) |+ my(t)

uC(t) — _Ee = + E

dr inz. Marek Szulim
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Miara predkosci
zmian przebiegdw nie-
ustalonych w obwodzie
moze by¢ stala czasu
obwodu.

Stala czasu 7 ob-
wodu jest to czas, po
ktorym wartoS$¢ bez-
wzgledna skladowej
swobodnej odpowie-
dzi maleje e-krotnie.

Stata czasu rozpatrywanego obwodu RC wyraza si¢ iloczynem rezystancji R 1
pojemnosci C

T=RC

Z teoretycznego punktu widzenia obwéd osigga stan ustalony
po czasie nieskonczonym.

Praktycznie jednak stan ustalony nastepuje wéwczas, gdy
sktadowa swobodna jest do pominiecia
w stopniu zaleznym od zadanej doktadnosci (tabela 1)

Tablica 1.
t It 27T 37 4t 4,67 5t
ro(f
%100% 36,8 13,5 5 1.8 1 0,7
|
r(t
(t) 0,632 0,865 0,95 0,982 0,99 0,993
()
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15.5. METODA OPERATOROWA

Bardziej efektywna metoda od metody klasycznej jest metoda opera-
torowa — jej efektywnos¢ polega na ,,algebraizacji” rbwnania rdzniczko-
wego, przy czym warunki poczatkowe wchodza niejako automatycznie do
,zalgebraizowanego”. Mimo iz jest to okrezna droga rozwiazania, wynik
uzyskujemy znacznie szybciej niz metoda bezposrednia.

Schemat dokonywanych operacji

W.P.
x_(t)» OBWOD Operatorowy
ELEKTRYCZNY l schemat zastepczy
WYMUSZENIE obwodu
\ 4
L Rownanie
Rownanie operatorowe
rézniczkowo-catkowe | .§ = (algebraiczne w dziedzinie
(w dziedzinie czasu) . zmiennej zespolone;j s)
‘ E W.P
w Z -----------------
g QN) rozwiqzanie
&~ : algebraiczne
S < <+« W.P.
=9
=
\ 4
ODPOWIEDZ. L’
Odpowiedz operatorowa
CZASOWA h R(s)
r@®

Aby biegle postugiwac si¢ metoda operatorowa musimy poznac:

1. Przeksztatcenia Laplace’a (transformaty sygnatéw przyczynowych)
2. Podstawowe twierdzenia rachunku operatorowego

3. Schematy zastepcze i podstawowe prawa obwoddéw w ra-
chunku operatorowym

4. Metody wyznaczania oryginatu funkcji operatorowej

dr inz. Marek Szulim
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15.5.1. PRZEKSZTALCENIA LAPLACE’A

Rozpatrywaé bedziemy funkcje f(¢#) zmiennej rzeczywistej ¢ spelniaja-
ca nastepujace warunki:
- funkcja f{?) jest okreslona dla ¢ >0 1 rowna zeru, gdy ¢ <0;
- warto$¢ bezwzgledna funkcji f(?) nie rosnie szybciej niz funkcja
wykladnicza, gdy t—o0 (| f(t)|<M "' gdzie M>0 oraz b>0 )

Przeksztalcenie, ktore przyporzadkowuje funkcji f(#) zmiennej
rzeczywistej ¢, funkcj¢ F(s) bedacg funkcjag zmiennej zespolonej
s=otjw za pomocy zaleznosci

LIf())=F(s)=[f(t)e " dt (15.13)
0

nazywamy prostym przeksztalceniem Laplace’a
lub L-transformatg

Funkcje F(s) zmiennej zespolonej s nazywamy transformatg funkcji f{7).

Wyznaczenie funkcji f(#) (nazywanej oryvginalem) odpowiadaja-
cej znanej funkcji F(s) umozliwia odwrotne przeksztalcenie Laplace’a
nazywane tez L'I-transformatq

c+ joo

f(r):i_ [F(s)etds=L7'[F(s)] (15.14)
2r

c—joo

Przeksztalcenia Laplace’a wyrazone wzorami (15.13) i (15.14) sa
wzajemnie jednoznaczne, czyli

LHLf())}=f(1) dla_t>0
(15.15)

drinz. Marek Szulim
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TRANSFORMATY SYGNAELOW PRZYCZYNOWCH

A) Funkcja jednostkowa

f4
O =1(0) = 0 dla t<0 .
S dla >0 n
F(s)=Llit)=[1edr =~ =o_(_£j=£
0 § 0 s) S
B) Funkcja wykladnicza
A
o,
a<o0
f(t)=A4e*"I(t) A
a>0
t;
> >

F(s)=L[f(1)]=[4e " e 'dt=A[e™ e d1 = Aj ~lra)t gy —
0 0

= A / e—(s+a)t — A
Ss+a 0 Ss+a

C) Funkcja harmoniczna

f(t)=Asinwt-1(t)

ot —jot

F(s)= AI —© e ldt =— _[e smjo) _ sl gy -
2] 27
_ A 1 | e (s ]a)) +;e—(s+ja)) _
2] __(S_Ja)) 0 (S"'Ja)) 0
Al 1 I A 1 I
2jl s—ja)( )+(s+ja))( )} 2j(s—ja) (s+ja))J
4 s+]a) s+]a) A 2jo 4@
Zj s? +w? 2]s + o’ s’ +w’
dr inz. Marek Szulim 12 /41
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Tablica 2. Transformaty Laplace’a wybranych funkcji

t cos ot

20 sh [t P

21 ch [t

2| e 'shpt

23| e Y chpt

24 5(¢) 1

dr inz. Marek Szulim
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15.5.2. PODSTAWOWE TWIERDZENIA

RACHUNKU OPERATOROWEGO
A) Twierdzenie o liniowoSci

Jezeli funkcje f;(¢) 1 f5(¢) posiadaja transformaty, tzn.
LI(OI=Fy(s) i LIfo(1)]=Fa(s)

to dla dowolnych liczb a oraz b zachodzi

Lla fi(1)+b fo(t)|=aF,(s)+bFy(s) (15.16)

B) Twierdzenie o transformacie pochodnej

Jesli funkcja f(¢) 1 jej pochodna f'(f) sa L-transformowalne, to trans-
format¢ pochodnej mozemy wyrazi¢ przez transformate samej funkcji na-
stgpujaco

LI O]=sLIf (O]-£0)=5sF(s)- f(0") (15.17)

gdzie: f{(0") — prawostronna granica funkcji f(t) w punkcie t=0
(wartos¢ poczqtkowa funkcji f(t))

Transformate pochodnej n-tego rzedu funkcji /() obliczamy ze wzoru
n—1
Llfe)l=s"Fes)- 3 s 0 r W+ ) (15.18)
k=0

Jesli warunki poczatkowe sa zerowe to wida¢ wyraznie, ze
rozniczkowanie funkcji w dziedzinie czasu
odpowiada mnozeniu [-transformaty samej funkcji przez s

w potedze rownej rzedowi pochodne;.

dr inz. Marek Szulim
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C) Twierdzenie o transformacie calki

Jesli funkcja f(f) jest L-transformowalna, to transformate catki moze-
my wyrazi¢ przez transformat¢ samej funkcji nastepujaco

=y
L[jf(t)]=F§S)+f S(O) (15.19)

gdzie: f(07) — oznacza wartosé catki w chwili t=0 "
(mozna jq rozumie¢ jako wartos¢ poczqtkowq - warunek poczqtkowy)

Jesli warunek poczatkowy jest zerowy to
calkowanie funkcji w dziedzinie czasu
odpowiada dzieleniu £-transformaty funkcji podcatkowej przez s

D) Twierdzenie o przesuni¢ciu w dziedzinie rzeczywistej (czasu)

Jezeli dana jest funkcja przyczynowa f(r)1(¢f) L-transformowalna o

transformacie F(s), to transformata funkcji przesunietej f(¢-#)1(¢-ty) dla 0
okreslona jest nastgpujaco

L[ fi(t=t,)-1(t—1t,)]=F(s)e™"" (15.20)

Przyktad: Dana jest funkcja wymuszenia napieciowego w postaci impulsu prosto-
katnego. Nalezy wyznaczy¢ transformate tej funkcji

1) A 1) A <
f(U f(U 16 ()= U dla t<0<t¢,
0 dla t,<t<0
t t
0 > 0 I, > inny opis
o — ) ) =U () -U U1,

Zgodnie z twierdzeniem o liniowos$ci oraz o przesunigciu w dziedzinie czasu napi-
szemy:
F(s)=L[U-1(t)-U-I(t—t,)]
u U _;
=LU-1(t)]-LU-I(t—t))]=——Fe """
s

S
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E) Twierdzenie o przesuni¢ciu w dziedzinie zmiennej zespolonej
Jezeli F(s) jest transformata funkcji f{¢) oraz a jest dowolna liczba ze-

spolona badz rzeczywista, to transformata o argumencie przesuni¢tym
spelnia nastepujaca zaleznos¢

F(s+a)=L|e™" f(t) (15.21)

F) Twierdzenie o transformacie funkcji okresowej (o okresie T)

Jezeli f(¢t) = f(t+kT) ,k=1,2 ... ; to

Fr(s)

] e—Sl

F(s)=

T
gdzie:  Fr(s)=|[f(t)e *'dt
0

15.5.3. PODSTAWOWE PRAWA | SCHEMATY ZASTEPCZE
OBWODOW W RACHUNKU OPERATOROWYM

Najefektywniejsza droga postgpowania w metodzie operatorowej jest
okreslenie transformat pradow 1 napie¢ bezposrednio na podstawie obwo-
du bez koniecznosci uktadania rownan rézniczkowo catkowych. Aby to
uzyskac¢ nalezy opracowac operatorowy schemat zastepczy danego ob-
wodu - w tym celu kazdy element obwodu zastepuje si¢ odpowiednim
modelem w dziedzinie operatorowe;.

Modele operatorowe idealnych elementow obwodu okreslamy na
podstawie:

- operatorowych zaleznosci migdzy napigciem 1 pradem elementu;

- praw Kirchhoffa w postaci operatorowe;j

dr inz. Marek Szulim
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I prawo Kirchhoffa

K
Z/ik L(t)=0
k=1

gdzie: iy(t) — natgzenie pradu w k-tej gatezi; K — liczba gatezi dotaczonych do danego wezta
A — wspotczynnik o wartosci 1 lub —1, zaleznie od zwrotu pradu wzgledem wezta

Po zastosowaniu do powyzszego rownania przeksztatcenia Laplace’a 1
wykorzystaniu twierdzenia o liniowosci tego przeksztatcenia (15.16)
otrzymujemy

i/lk [(s)=0 (15.22)
k=1

Réwnanie (15.22) wyraza I prawo Kirchhoffa w postaci operatorowej

Algebraiczna suma transformat pradow we wszystkich gale-

ziach dolaczonych do danego wezla schematu operatorowego
jest rowna zeru

II prawo Kirchhoffa
J
Z Aju(t)=0
j=1

gdzie: u;(t) — napigcie na j-tym elemencie oczka; J — liczba elementow w oczku
A; — wspofczynnik o wartosci 1 lub —1, zaleznie od zwrotu napigcia wzgledem przyje-
tego obiegu po oczka

Po zastosowaniu do ww. rownania przeksztatcenia Laplace’a 1 wyko-
rzystaniu twierdzenia o liniowosci otrzymujemy

i/lj U,(s)=0 (15.23)
j=1

Rownanie (15.23) wyraza II prawo Kirchhoffa w postaci operatorowej

Algebraiczna suma transformat napi¢¢ na wszystkich elemen-
tach wchodzacych w sklad danego oczka schematu operato-
rowego jest rowna zeru

dr inz. Marek Szulim
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Operatorowe zaleznosci miedzy napieciem a pradem ideal-
nych elementéw obwodu i ich modele operatorowe.

REZYSTOR

Przebiegi elektryczne napigcia 1 pradu rezystora o rezystancji R podle-
gaja prawu Ohma

u(t) = Ri(t)

Po zastosowaniu przeksztatcenia Laplace’a 1 wykorzystaniu twierdzenia o
linlowosci tego przeksztatcenia otrzymujemy

I(s) R

U(S) =R ](S) (15.24) Uls)

Wzor (15.24) wyraza prawo Ohma w postaci operatorowej. Wynika
z niego, ze model operatorowy rezystora jest charakteryzowany jego rezy-
stancja R.

CEWKA
Opis w dziedzinie Opis w dziedzinie Model operatorowy
czasu operatorowe]
N Li(0')
. U(s)=sLI(s)—Li(0") Its)  sL
di(t)
u(t)=1L 7
t (15.25) < Ve
I(s)
U(s) , i(0") A
1 I(s)= . + o
i(t)= Z J- u(t)dt S § Us) sL @ l(s )
(15.26)
o
dr inz. Marek Szulim 18 /41
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KONDENSATOR
Opis w dziedzinie Opis w dziedzinie Model operatorowy
czasu operatorowej

I(s)

+ N 1
. du() I(s)=sCU(s)—Cu(0™)
i(ty=C Us)| sC == Cu(0’)
dt (15.27) @
o O
+ 1 u0)
Uisy 1), 10 c 5

u(t) =é I i(6) dt sC s oﬂ,_”_@_o

(15.28) < ve

IDEALNE ZRODEO NAPIECIA I PRADU

Idealne Zrodia napigcia 1 pradu w obwodzie elektrycznym charaktery-
zuja napigcie zrodlowe u () lub natezenie pradu zrédlowego i) - wielko-
sci niezalezne od warunkéw pracy odpowiednich zrddet. W schemacie
operatorowym obwodu, zrddia te sa charakteryzowane transformatami:

napigcia zrodlowego nat¢zenia pradu zrodtowego
Up(s)=L[ug®)]  (15.29) I;()=L[iz()]  (15.30)
L . L
C C
u, (0 ve | ()i (Dro
|
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PRZYKLAD 15.2

Rozpatrzmy galaz pasywna zawierajaca elementy R, L, C.

i1 R I(s) R

U(s)=Up(s)+Uy(s)+Uc(s)

U(s)=Rl(s)+st(s)—LiL(mHLC[(SHM
S )

U(s)+[LiL(0+)—%O+)}=1(s){R+sL+é}

+ +
Uls)+ {LiL(OU —”‘C(O)} U(s)+ {LiL(OU—uC(O)}
S S
](S) — = —
RasL+ 1 Z(s)
sC
N
—Y(s)U(s)+ Y(s)[LiL(OU —M}
s
. 1 . .
gdzie: Z(s)=R+sL+ - impedancja operatorowa
S

Y(s)=1/Z(s) admitancja operatorowa
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15.5.4. METODY WYZNACZANIA
ORYGINALU FUNKCJI OPERATOROWEJ

W celu wyznaczenia funkcji czasu na podstawie danej transformaty
najczesciej korzysta si¢ z metod wynikajacych z wlasnosci przeksztalcenia
Laplace’a.

Metoda residuow

R(s) rt)

Metoda tablicowa

METODA RESIDUOW

Funkcja operatorowa poszukiwanej odpowiedzi R(s) jest, dla obwo-
dow klasy SLS, kombinacja liniowa operatorowej funkcji wymuszajacej
X(s) oraz parametréw obwodu, wyrazonych w konwencji operatorowej (R,
sL, 1/sC) a ponadto cztonéw opisujacych warunki poczatkowe {Li (0"),
uc(0")/s}. Jesli funkcja operatorowa wymuszenia jest funkcja wymierna
(dajaca si¢ wyrazi€ jako iloraz wielomianow zmiennej s), to 1 funkcja ope-
ratorowa odpowiedzi jest funkcja wymierna.

Powyzsze rozumowanie prowadzi do stwierdzenia, ze w ogolnym
przypadku funkcje¢ operatorowa mozemy wyrazi¢ jako iloraz dwdch wie-
lomianéw zmiennej s

n n—1
R(s) = ansm+an_ls m_1+...+als+a0 _ L(s) (15.31)
b,s" +b, 15" +...+bs+by, M(s)

Roéwnanie algebraiczne:

L(s)=0 posiada pierwiastki: s 10, 520 sno , ktoére nazywamy zerami R(s)
M(s)=0 posiada pierwiastki: s;, s, ... 5, , ktore nazywamy biegunami R(s)
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Jesli znamy zera 1 bieguny funkcji R(s), to rGwnanie (15.31) mozemy
przedstawi¢ w postaci

R(s) = Z” - (15.32)
; H(S = 5¢)
k=1

Z zapisu (15.32) wynika jednoznacznie, ze zera i bieguny funkcji R(s)
nie moga si¢ pokrywac. Przyjmujemy ponadto, ze n<m (stopien licznika
jest mniejszy niz mianownika).

Przy spelnieniu ww. warunkdéw odwrotne przeksztatcenie Laplace’a
mozemy przedstawi¢ w postaci

r(t)=L[R(s)]= { Z res [R (S)e”]} 1) (15.33)

k=1 S=Sk

to znaczy, ze oryginat poszukiwanej funkcji 7(?) jest rowny sumie residu-
ow funkcji podcatkowej (15.14) we wszystkich biegunach s, operatorowe;j
funkcji odpowiedzi R(s).

UWAGA:

Jesli w wyrazeniu (15.32), w jego mianowniku wystapia ele-
menty postaci s lub (s-s,)” - oznacza to, ze w punkcie 0 lub
s, Wystepuje biegun p-krotny.
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W przypadku biegundéw wielokrotnych (niech w punkcie s=s;, wy-

stepuje biegun p-krotny) funkcji R(s) residuum funkcji R(s)e” obliczy¢ na-

lezy z nastepujacego wzoru

S 1 ‘ d(l?—l) E
ffsi [R(s)e t]= mslglk{m[(s —s;. )P R(s)e f]} (15.34)

Przyklad : Rozpatrzymy wyznaczenie L transformaty funkcji

1
R(s) =
(5) (s +3)%(s+5)

Zadana funkcja ma jeden biegun 2-krotny s;=-3 1 jeden pojedynczy s,=-5
Wykorzystujac wzor (15.33), otrzymujemy

r(t) = res lR(s)e”J+ res lR(S)eStJ

=5 §=82

Nastepnie wykorzystujemy zalezno$¢ (15.34) 1 uzyskujemy

() = —— Tim {di[(s +3)2R(s)e”]}+ lim [(s+5)R(s)e" =
S §—>—

(2-1)!s—>-3
g e e AR e i

) d 1 ) 1 ot
= lim | — e + lim e’ | =
s—>-3l ds\s+5 s—>-5 (S+3)2
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W przypadku biegunow pojedynczych (jednokrotnych) funkcji R(s)

residuum funkcji R(s)e” w biegunie s=s;, mozemy wyznaczy¢ z nastepuja-

cego wzoru

res [R(S)e”] =Sligl [(S—Sk)R (S)e”] (15.35)

S=Sk

Przykiad : Rozpatrzymy wyznaczenie L transformaty funkcji

R(s) = 10s
(s+1)(s+2)

Zadana funkcja ma dwa bieguny s,=-1 1 s,=-2

Wykorzystujac wzor (15.33) otrzymujemy

r(t)=res [R(S)e”JJr res [R(S)estj

S=59
Na podstawie wzoru (10.35) uzyskujemy

r() = lim [(s+ DR (s)e* |+ lim [((s+2)R(s)e’" |=

s—>—1

~ lim | (s 41)— e”}+lim{(s+2) 10s e”}:
s—>-1| (s+1)(s+2) s—>—2 (s +1)(s+2)

o oes ] 10s |,
= lim e’ |+ lim e |=
s—>-1| (s+2) s—>=2| (s+1)

_10:(=D i, 10-(-2)
(-1+2) (—2+1)

=(-10e™" +20e 2)1(?)

-2t
e =
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UWAGA:

Jesli funkcja R(s) ma wylacznie bieguny proste i nie posiada bie-
guna w zerze, bardzo wygodnym w stosowaniu przy obliczaniu oryginatu
jest tzw. wzor Heaviside’a, ktory nosi nazwe

I-qgo twierdzenia o rozkiadzie

_N L) e 15.36
r(t) ,;M'(sk)e (1) (15.36)

gdzie: L(sy) — warto$¢ wielomianu L(s) dla s=s;
M’ (s;) — warto$¢ pochodnej wielomianu M(s) dla s=s;

Przyklad : Rozpatrzymy wyznaczenie L transformaty funkcji

55 +108
s +18s5+32

R(s) =

Zadana funkcja posiada bieguny s,=-2 oraz s,=-16

Pochodna wielomianu mianownika M’(s) = 2s+18

Po podstawieniu otrzymanych wartosci do wzoru (15.36), wyznaczamy
_ 5(=2)+108 o2 5(-16)+108 o161 _

2(-2)+18 2(-16)+18
=(Te > =2e")1(2)

r(t)

dr inz. Marek Szulim 25
e-mail: mszulim@wat.edu.pl /41



OBWODY | SYGNALY 2 Wyktad 15 : Stany nieustalone w obwodach SLS

Jesli funkcja R(s) ma wylacznie bieguny proste i posiada biegun
W zerze, to mozna jq przedstawi¢ w postaci

R(s)=E0) i yis)=M(S) (15.37)
Vis)
przy czym stopien wielomianu V(s) wynosi m-1/
Wowczas
L - L
r(t) = LO). 1)+ M e’ 1(¢) (15.38)
V(0) o SV (sy)

jest to tzw. Il twierdzenie o rozkladzie

gdzie: L(0)— warto$¢ wielomianu L(s) dla s=0
V(0) — warto$¢ wielomianu V(s) dla s=0
V’(si) — warto$¢ pochodnej wielomianu V(s) dla s=s;
s¢ (k=1,2, ... m-1) — niezerowe bieguny transformaty

Przyklad : Rozpatrzymy wyznaczenie L transformaty funkcji

2100
s(s? + 455 +200)

R(s) =

Pierwiastki wielomianu V(s): s;=-5 oraz s,=-40
Pochodna wielomianu V’(s) = 2s+45
Poniewaz jednoczesnie: L(0)=2100 , V(0)=200

to po podstawieniu obliczonych wartosci do wzoru (15.38) wyznaczamy

_2100 2100 ) 2100e7*
200 (=5)[2(=5)+45] (—40)[2(-40)+45]

=(10,5-12¢™ +1,5¢)1(¢)

r ()
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15.6. ANALIZA STANOW NIEUSTALONYCH
W OBWODACH ELEKTRYCZNYCH KLASY SLS

ZALOZENIA

Przyjmijmy, ze:

dany jest obwdd elektryczny w dziedzinie czasu, tzn. znana jest
jego struktura (schemat obwodu) oraz wartosci parametrow;

dane sa funkcje wymuszajace, np.: ugx(?), izx(t), tzn. dany jest
ich opis funkcyjny badZz wykres zmiennosci w czasie;

dany jest jednoznacznie czas komutacji #x, np.: txg=0;

opisany jest jednoznacznie stan energetyczny obwodu dla 7 < #¢

15.6.1. ALGORYTM ANALIZY

Jesli spetnione sa wszystkie przedstawione powyzej zatozenia, wow-
czas metodyka postgpowania w procesie analizy stanu nieustalonego z
wykorzystaniem rachunku operatorowego jest ciagiem uporzadkowanych
nastepujacych dziatan:

(D Ustalamy warunki poczatkowe (W.P.) w oparciu o znajomo$¢ stanu

obwodu dla ¢ < #x oraz praw komutacji;

@ Wyznaczamy na podstawie znajomo$ci funkcji wymuszajacych
[t (1), izx(?)] ich postaé operatorowa [U(s), Izx(s)];

® @

Sporzadzamy schemat operatorowy obwodu uwzgledniajac W.P.;

Dokonujemy analizy obwodu operatorowego (dowolna z poznanych

metod analizy) 1 wyznaczamy posta¢ operatorowa poszukiwanej badz
poszukiwanych wielkosci [R(s)];

® Znajdujemy oryginal poszukiwanej badz poszukiwanych wielko$ci

[7(¢)] 1 ewentualnie sporzadzamy wykres zmiennosci tej wielkosci.
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WYJASNIENIE POJECIA
RZAD OBWODU

e Obwody SLS rzedu pierwszego — obwody opisane rownaniami
rozniczkowymi rzedu pierwszego.
Obwody takie maja tylko jeden element inercyjny.

e Obwody SLS wyzszych rzedéw- obwody opisane rownaniami
rozniczkowymi rzedu wyzszego niz pierwszy.
Obwody takie zawieraja wigcej niz jeden element inercyjny.

Rozwazmy szeregowy obwodd RLC, do ktoérego w chwili t=0 zostaje dota-
czona sila elektromotoryczna e. ROwnanie obwodu dla t>0 ma postac

di 1
Ri+L—+—jidt+uO =e
Co

dt
Wiedzac, ze
1 t
i= duc oraz MC:—J.idt+u0

dt Cy

otrzymujemy
J2
RCdu—C+LC e +u-=e
dt dt
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15.6.2. OBWODY PIERWSZEGO RZEDU

Rozpatrzymy stan nicustalo- i) R

ny w obwodzie szeregowym RC. g,

W chwili =0 otwarto wylacznik

W. Wyznaczyé przebieg pradu, <’I‘> U, t=0 V& C __Tuc( ?)
W
9

jezeli u(£)=U,=10V, R=100Q,
C=2mF.

® Ustalamy warunki poczqtkowe (W.P.) w oparciu o znajomosé¢ stanu

obwodu dla t < tyx oraz praw komutacji :

uc(0°)=uc(07)=0

@ Wyznaczamy na podstawie znajomosci funkcji wymuszajqcej jej po-
stac¢ operatorowq :

Uls)=Llu(t)]=£ [U,]=°"

R
® Sporzadzamy schemat opera- > L —
torowy obwodu uwzgledniajqc 1(s) iU 5)
W.P. U(s) § 1 1
Us)| 7T sC

@ Dokonujemy analizy obwodu operatorowego i wyznaczamy postac
operatorowq poszukiwanej wielkosci.

Zgodnie z prawem Ohma: /(s )= Uy _ Uy 01

S R+i R S+i S+
sC RC

® Znajdujemy oryginat poszukiwanej wielkosci.

Na podstawie tabeli (Ip.5): i(t)=0,1e"I(t)
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PRZYKLAD 15.3: W chwili t=0 otwarto wyltacznik W. Narysowac prze-

bieg pradu cewki przed 1 po tej chwili. Obliczy¢ prad
w cewce po 3ms od chwili otwarcia W.

Dane: t=0
dla t<0 w uktadzie panowat stan ._.)’ °
ustalony, A W i (t)
L=0,1 H,RZIOQ. ) u(t) R
u(t) = 157 sin(314t+120"), L

(o,

Ustalamy warunki poczqtkowe (W.P.) w oparciu o znajomos¢ stanu

obwodu dla t < tyx oraz praw komutacji :

U, =157e/'%°

dlat<0 i (f)=>5sin(314¢ +30°)
dlat=0 i,(0)=5sin30"=2,5
zatem iL( +)=iL(O_)=2,5

Wyznaczamy na podstawie znajomosci funkcji wymuszajqcej jej po-
stac¢ operatorowq : BRAK

Sporzqdzamy schemat ope- I1,(s)

ratorowy obwodu uwzgled- sL T l

niajqc W.P. R
Li(0’)

Dokonujemy analizy obwodu operatorowego i wyznaczamy postac

operatorowq poszukiwanej wielkosci.
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Zgodnie z NPK:

|
SLI,(s)+R1,(s)=Li0")

1,(s)[sL +R]=Li(0")

I,(s)= o) Lifor)

sSL+R sSL+R

() 1 !
o) = i +)—R:2’5s+1oo
L

S +

® Znajdujemy oryginat poszukiwanej wielkosci.

i () = { Y, res|r, (s) e”]} 10)
k=1 S=Sk

i, () = {lgnk [(s=50)1, (s) e‘”]} (r)=

1 2,5 st T se]l B
- {s—lgllloo { (s+ IOO)me }}.l(t)_ {5_1}2100 [2’5 € ]} 1(¢)=

=2,5¢"%"1(1)

CZYLI:

dlat<0 dlat=0 dlat>0
iL(t):Ssin(314t+3()0) 25 i ()=25¢ 1
A (1)

3ms
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PRZYKLAD 15.4: W chwili t=0 zamkni¢to wytacznik W. Wyznaczy¢
przebieg pradu i napi¢cia na kondensatorze.

\ 4

@ Ustalamy warunki poczqtkowe (W.P.) w oparciu o znajomos¢ stanu

obwodu dla t < ty oraz praw komutacji :

uc(0")=uc(07)=0

@ Wyznaczamy na podstawie znajomosci funkcji wymuszajqcej jej po-

stac¢ operatorowq -

e(t)‘\ e(t)“
E (1)
E E
t‘ t‘
0 ” 0 ) -
-E l(t—t())
) 2y S —

e(t)=E-1(t)—E-1(t—t,)

Wiemy, ze L[ E-1(t)]= £
s

Czyli zgodnie z twierdzeniem o przesuni¢ciu w dziedzinie czasu
Gdy LIf®]=F(s) 1o L[ft—15)-1(t=15)]= F(s)e ™"

1 lintowo$ci napiszemy:
E E _ E _
E(s)=———e *0 =—(1—e ”0)
s S s
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R
® Sporzqdzamy schemat opera- |
torowy obwodu uwzgledniajqc I(s) ;
WL £ (1) Uc(s)T-- =

@ Dokonujemy analizy obwodu operatorowego i wyznaczamy postaé
operatorowq poszukiwanej wielkosci.

Operatorowy prad obwodu:

SE |
I(s) = E(s) /s s E(s) B s E(s) S( )

1 /g 1
R+ S SR+ R(s+1j R(s+1)
sC C RC RC

sC sCR +1 S+1

“Urrd) e
S| s+—— S| s+——
RC RC

|
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® Znajdujemy oryginat poszukiwanej wielkosci.

I(s)= £ ! - e *ho
R 1 1
S+—— s+—
" RC RC |
Metoda Poz. _at 1
tablicowa 5 ¢ s+a
Czyli:

)= Eere 1) = B re"™ 1y
v ] ‘e ]
A i)
E
R
_E
R
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E 1 ~ 1 sty
) )
S| §+—— S| §+——
| RC RC
Metoda Poz. 1 ~at 1
tablicowa |l 9 ;(]—e ) S(S+a)

===
-
-
-—
-
—

~
—
—
—
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15.6.3. OBWODY DRUGIEGO RZEDU

Najprostszym reprezentantem takich obwodow jest obwdd szeregowy
RLC.

i(1) R
Zatozmy, ze napigcie dziala- i > '—"
jace na zaciskach takiego obwodu (1)
jest wymuszeniem napigciowym B
opisanym funkcja stata 1 przyczy- u(®)=UI(y (0 T
nowa u(t)=Ul(t). Przyjmijmy, ze u(t)
poszukujemy funkcji pradu i(2). —>

@ Ustalamy warunki poczqtkowe (W.P.) w oparciu o znajomos¢ stanu
obwodu dla t < ty oraz praw komutacji :

Warunki poczatkowe z uwagi na fakt, ze dla <0 U=0 mozemy zgod-
nie z [ 1 II prawem komutacji napisac

ir(07)=i,(07)=0 }
uc(0”)=uc(0*)=0

@ Wyznaczamy na podstawie znajomosci funkcji wymuszajqcej jej po-
stac¢ operatorowq :

U(s)=Llu(t)]=£ [U,]==

I(s) R
—>— +—
4—
® Sporzqdzamy schemat operato- U(s)

rowy obwodu uwzgledniajqc  Ugs) ’I‘) UL(S)T § sL
W.P. Ucs)
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@ Dokonujemy analizy obwodu operatorowego i wyznaczamy postac
operatorowq poszukiwanej wielkosci.

Prad w obwodzie mozemy wyznaczy¢ zgodnie z prawem Ohma

U
Ul(s o U 1
I(S):Z( )= M 1 :Z.
(5) R+sL+—— ST+ s
sC L LC

® Znajdujemy oryginal poszukiwanej wielkosci.
Réwnanie opisujace prad w obwodzie jest funkcja wymierna

_U L(s)
L M(s)

1(s)
W celu wyznaczenia transformaty odwrotnej nalezy obliczyC pier-

wiastki mianownika /(s), czyli

M(s)=s2+ X5+ L —g
L~ LC

W wyniku rozwiazania powyzszego rOwnania otrzymujemy bieguny
operatorowej funkcji pradu

—E+ A
N L2
2 >
- - A
Sy = 5
2
R 4
dzie A=|—| —— *
g (Lj IC (*)
jest wyroznikiem M(s)

|
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Mozliwe sa trzy przypadki rozwigzania:

A) A>0-—dwa pierwiastki rzeczywiste M(s)
— oznacza dwa bieguny pojedyncze /(s)

B) A4=0—jeden pierwiastek podwojny M(s)
— oznacza jeden biegun dwukrotny /(s)

C) A4<0 - dwa pierwiastki zespolone-sprz¢zone M(s)
— oznacza dwa bieguny zespolone-sprzezone /(s)

Z zaleznosci (*) wynika, ze:
A>0 gdy R>2
A=0 gdy R=2

A<0 gdy R<2

A=l Alsl Al

Rozwazymy teraz mozliwe przypadki rozwigzania
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Przypadek A - APERIODYCZNY

Oba bieguny sa rzeczywiste:

R RY I
S;=——+.| — | ——
2 \\2L) LcC

R RY I
Sy=————|| —= | ———=
2L \\2L) Lc

przebieg czasowy pradu:

()= et ]

Przypadek B — APERIODYCZNY-KRYTYCZNY

Jeden biegun dwukrotny: Przebieg czasowy pradu:
S, =85,= R R
- - L —1
L iB(t)zgte 2L
L
Przypadek C - OCYLACYJNY
Dwa bieguny zespolone-sprze¢zone: Przebieg czasowy pradu:
R [1 (rRY | U o
S, =——t j|——| — ir(t)=——e 2L sin(wt
Y ‘]\/LC (2Lj =1 (@)
S
2
2 1 R
i stie om | L(2)
2720 e oL LC 2L
dr inz. Marek Szulim 39 /41

e-mail: mszulim@wat.edu.pl



OBWODY | SYGNALY 2 Wyktad 15 : Stany nieustalone w obwodach SLS

i Oscylacyjny

Aperiodyczny-krytyczny

Aperiodyczny

Przebiegi czasowe wyznaczonych prqdow
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15.6.4. WNIOSKI

Na podstawie dotychczas omowionych przyktadow jesteSmy w stanie
sformutowac¢ wnioski dotyczace zaleznosci pomiedzy polozeniem biegu-
na sy operatorowej funkcji odpowiedzi R(s) a jej funkcjg czasu r(?).

Zalozmy, ze wielomian mianownika M(s) funkcji operatorowej R(s)
nie posiada pierwiastkéw wielokrotnych a jedynie pojedyncze, np.:

FUNKCJA CZASU
BIEGUN PRZYPORZADKOWANA
BIEGUNOWI
s,=a (a>0) —> | e I(t)
s;=a (a<0) - Ae_‘a‘t](t)
s4—(a+ja)),sj,:(a—]a)), (a>0) | > | Ade ' sinwt I(t)
ss=(a+jw)ss;=(a-jo), (a<0) | > Ae_‘a‘tsina)tl(t)
s6—+ja),sz——]a) — | Asinwt I(t)
. A
Jo w?
Al
S t
; B
x S6 / Jv
S SS ’?‘ S4 X A ,
x 4 N :
S; I," ¥ \ v
- - - — >
. 7 n S G
1) S5 X *
! ! / Sy X w
t /// 4 x S6
e S
f(t)j|"_‘ T T
Zaleznos$¢ r(t) od biegunow R(s) na plaszczyznie s
\
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